
Îáðàçöû ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè

Óìåíüøåííûì øðèôòîì ÿ áóäó êîììåíòèðîâàòü ñîáñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòè ó÷àñòêè ïîÿñíÿþò íåêîòîðûå

âûáîðû è äåéñòâèÿ è â ðåøåíèå íå âõîäÿò

1. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a óêàæèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

|x2 + 6x+ 5| = ax+ 2.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå òðåõ ðåøåíèé?

Ðåøåíèå.

Êàêîé ñïîñîá ïðèìåíèòü? Ìîæíî áûëî áû ðåøàòü è àíàëèòè÷åñêè. Òî åñòü, îáðàùàòüñÿ ñ óðàâíåíèåì òàê,

êàê åñëè áû çíà÷÷åíèå a áûëî íàì èçâåñòíî, èíîãäà âàðüèðóÿ âûêëàäêó â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ a. Ñàìî óðàâíåíèå

íå ãðîìîçäêîå (áûâàåò çíà÷èòåëüíî õóæå). Íî ðàñêðûòèå ìîäóëÿ çàñòàâèò íàñ äåëàòü îòáîð êîðíåé. Âîò èìåííî

îòáîð êîðíåé óäîáíåå ñäåëàòü ãðàôè÷åñêè. Ïðè ýòîì âûáèðàåì ãðàôèê â îñÿõ xOy � îí ëåãêî ñòðîèòñÿ)

Ïîñòðîèì ãðàôèêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè. Ãðàôèê ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷àåòñÿ èç
îáû÷íîãî èçîáðàæåíèÿ ïàðàáîëû y = x2 + 6x + 5 ñèììåòðè÷íûì îòðàæåíèåì
îòíîñèòåëüíî îñè Ox òîé ÷àñòè ãðàôèêà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïîä îñüþ Ox è äàåò
îòðèöàòåëüíûé y (ñì. ðèñóíêè 1 è 2).

Òåïåðü ãðàôèêè ïðàâîé ÷àñòè. Ãðàôèêè, ïîòîìó ÷òî èõ ìíîãî: äëÿ êàæäîãî a
ñâîé ãðàôèê. Ñíà÷àëà íàéäåì èõ îáùåå ñâîéñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì
a ãðàôèê y = ax+2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ. Âî-âòîðûõ, åñëè ïîäñòàâèòü
x = 0, òî ïîëó÷èì y = a ·0+2 = 2 äëÿ ëþáîãî a. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå òàêèå ïðÿìûå
ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó P (0; 2).

Ãîâîðÿò, ÷òî ó íàñ åñòü ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó P (0; 2).

Ïðÿìûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà óãëîì íàêëîíà ê îñèOx, óãëîâîé êîýôôèöèåíò
çäåñü êàê ðàç è ðàâåí a. Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíû íåêîòîðûå ïðÿìûå ïó÷êà.

Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè óðàâíåíèå � çíà÷èò íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (òî÷íåå,
àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ) ãðàôèêîâ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè. Àëãåáðàè÷åñêè ýòîìó
ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû{

y = |x2 + 6x+ 5|,
y = ax+ 2.

Ìû ñåé÷àñ íàðèñóåì ãðàôèêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íà îäíîé êàðòèíêå (Ðèñ.
4) è ïðî÷èòàåì ïî ãðàôèêó îòâåò.

Ïîä÷åðêíó, ÷òî ìû èìåííî íàõîäèì îòâåò â çàäà÷å. ×òî îòâåò èìåííî òàêîé, äëÿ ïîëíîé íàäåæíîñòè íóæíî

äîêàçûâàòü. À êàðòèíêà � ýòî êàðòèíêà. Îíà íè÷åãî íå äîêàçûâàåò. Íî çíàòü ïðàâèëüíûé îòâåò, íåñîìíåííî,

ïîìîãàåò ïðè ñòðîãîì ðåøåíèè.

Îáùèé ïëàí íàõîæäåíèÿ îòâåòà ïî ãðàôèêó íà ïëîñêîñòè xOy òàêîé: ìû
äâèãàåìñÿ îò ìåíüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ê áîëüøèì è íàáëþäàåì: 1) ñêîëüêî



ðåøåíèé; 2) êàê èõ âûðàçèòü ÷åðåç ïàðàìåòð. Îñîáîå âíèìàíèå ìû óäåëÿåì õàðàêòåðíûì
òî÷êàì � òåì òî÷êàì íà ãðàôèêå (è, ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ),
ïðè ïðîõîæäåíèè êîòîðûõ ìåíÿåòñÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ. Òî åñòü, ëèáî ÷èñëî
ðåøåíèé ìåíÿåòñÿ, ëèáî ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðèñòóïèì ê ÷òåíèþ
ïî ãðàôèêó.

1) Ïðè áîëüøèõ ïî âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíûõ a ïðÿìàÿ íàøåãî ïó÷êà èìååò âèä
k íà ðèñ. 4. Îíà ïåðåñåêàåò îáå âåòêè ïàðàáîëû y = x2 + 6x + 5 ïî îäíîìó ðàçó,
à ñ ¾ïåðåâåðíóòûì¿ ó÷àñòêîì y = −x2 − 6x− 5 íå ïåðåñåêàåòñÿ. Îòñþäà è êîðíè
� îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòî êîðíÿìè óðàâíåíèÿ x2 + 6x + 5 = ax + 2. Ýòî óðàâíåíèå
èìååò âèä x2 + (6− a)x+ 3 = 0, äèñêðèìèíàíò D = (6− a)2− 12 = a2− 12a+ 24.

Îòñþäà ïàðà êîðíåé: x =
a− 6±

√
a2 − 12a+ 24

2
.

Ýòà ïàðà êîðíåé ñóùåñòâóåò, ïîêà, ïîâîðÿ÷èâàÿñü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
âîêðóã òî÷êè P (0; 2), ïðÿìàÿ íå âñòðåòèò õàðàêòåðíóþ òî÷êó C � ãäå ïðÿìàÿ
êîñíåòñÿ ïàðàáîëû y = −x2− 6x− 5 (ïðÿìàÿ `). Åñëè ïðÿìàÿ y = ax+2 êàñàåòñÿ
ïàðàáîëû y = −x2 − 6x − 5, òî óðàâíåíèå −x2 − 6x − 5 = ax + 2 èìååò îäíî
ðåøåíèå, òî åñòü äèñêðèìèíàíò ðàâåí 0:

−x2 − 6x− 5 = ax+ 2⇔ x2 + (6 + a)x+ 7 = 0, D = (6 + a)2 − 28 = a2 + 12a+ 8.

D = 0⇔ a2 + 12a+ 8 = 0, a = −6± 2
√
7.

Íî êàêîå èç ýòèõ äâóõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâåò òî÷êå C åñëè áû íà ãðàôèêå ó íàñ
áûë íå êóñîê ïàðàáîëû y = −x2− 6x− 5, à îíà âñÿ, åùå îäèí ñëó÷àé êàñàíèÿ áûë
áû äàëåêî âíèçó íà ïðàâîé âåòêå ïàðàáîëû. Â ýòîì ñëó÷àå óãëîâîé êîýôôèöèåíò
êàñàòåëüíîé y = ax + 2 áûë áû áîëüøîé îòðèöàòåëüíûé. Ïîýòîìó äëÿ íóæíîãî
íàì êàñàíèÿ â òî÷êå C ìû âûáèðàåì òîò èç äâóõ a = −6± 2

√
7, êîòîðûé áîëüøå,

òî åñòü a = −6 + 2
√
7.

Çäåñü ìû êàê ðàç ñäåëàëè îòáîð êîðíåé ñ ïîìîùüþ ãðàôèêà.

Èòàê, ïðè a ∈ (−∞, −6+2
√
7) óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ x =

a− 6±
√
a2 − 12a+ 24

2
.

2) Ïðè a = −6 + 2
√
7 âñå ÿñíî: êîðíÿ òðè. Ê êîðíÿì èç ïåðâîãî ñëó÷àÿ

äîáàâëÿåòñÿ àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ C: êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 + (6 + a)x + 7 = 0

ïðè a = −6 + 2
√
7. Ýòî ïðîñòî x =

−(6 + a)

2
=
−(6− 6 + 2

√
7)

2
= −
√
7.

Èòàê, ïðè a = −6+2
√
7 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: x =

a− 6±
√
a2 − 12a+ 24

2
è x = −

√
7.

3) Ïðîäîëæèì âðàùåíèå ïðÿìîé y = ax + 2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã
òî÷êè P (0; 2). Ïîêà ïðÿìàÿ ¾íå äîáðàëàñü¿ äî òî÷êè B, îíà èìååò âèä âðîäå
m. Ìû âèäèì, ÷òî ïðÿìàÿ äâàæäû ïåðåñåêàåò îáå ïàðàáîëû: y = x2 + 6x + 5



è ¾ïåðåâåðíóòóþ¿ y = −x2 − 6x − 5. Àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé
y = x2 + 6x + 5 ìû óæå íàõîäèëè â ï. 1), íàéäåì ïåðñå÷åíèÿ ñ ¾ïåðåâåðíóòîé¿
ïàðàáîëîé.

−x2 − 6x− 5 = ax+ 2⇔ x2 + (6 + a)x+ 7 = 0, D = (6 + a)2 − 28 = a2 + 12a+ 8.

x =
−6− a±

√
a2 + 12a+ 8

2
.

Ýòè ÷åòûðå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé y = ax+2 ñ îáåèìè ïàðàáîëàìè áóäóò ñóùåñòâîâàòü,
ïîêà íà ïðÿìóþ íå ïîïàäåò õàðàêòåðíàÿ òî÷êàB(−5; 0) (ýòî ïðÿìàÿ n). Ïîäñòàâèì
êîîðäèíàòû òî÷êè B â óðàâíåíèå ïðÿìîé.

0 = a · (−5) + 2⇔ a =
2

5
.

Èòàê, ïðè a ∈
(
−6 + 2

√
7,

2

5

)
áóäåò ÷åòûðå êîðíÿ: x =

a− 6±
√
a2 − 12a+ 24

2

è x =
−6− a±

√
a2 + 12a+ 8

2
.

4) Ïðè a =
2

5
èìååì òðè êîðíÿ: äâà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé y = x2 + 6x + 5

è x = −5.

Èòàê, ïðè a =
2

5
óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: x =

a− 6±
√
a2 − 12a+ 24

2
è

x = −5.
5) Ïðè äàëüíåéøåì âðàùåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷êè P (0; 2)

ïðÿìàÿ y = ax+2 èìååò âèä p. âèäíî, ÷òî êîðíÿ áóäåò äâà, ïîêà ïðÿìàÿ íå çàéìåò
ïîëîæåíèå q è íå ïðîéäåò ÷åðåç òî÷êó A(−1; 0) � åùå îäíó õàðàêòåðíóþ òî÷êó

(ýòî ñëó÷èòñÿ ïðè 0 = a · (−1) + 2, ò.å. ïðè a = 2).
×òî êàñàåòñÿ äâóõ êîðíåé, òî âèçóàëüíî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî á�îëüøèå êîðíè

êàæäîãî èç óðàâíåíèé x2 + 6x+ 5 = ax+ 2 è −x2 − 6x− 5 = ax+ 2.
Ìû ñíîâà îòîáðàëè êîðíè ïî ãðàôèêó.

Èòàê, ïðè a ∈
(
2

5
, 2

)
óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: x =

a− 6 +
√
a2 − 12a+ 24

2

è x =
−a− 6 +

√
a2 + 12a+ 8

2
.

5) Ïðè a = 2 êîðåíü îäèí: x = −1.
6) Ïðè äàëüíåéøåì âðàùåíèè ïðÿìîé y = ax + 2 ïðÿìàÿ áóäåò âèäà r. Ìû

âèäèì, ÷òî ïðÿìàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàôèêîì y = |x2 + 6x+ 5|, ñîîòâåòñòâåííî
êîðíåé íåò. Òàê áóäåò, ïîêà ïðÿìàÿ íå ïðîéäåò ÷åðåç õàðàêòåðíóþ òî÷êó D, çàíÿâ



ïîëîæåíèå s. Â ýòîì ïîëîæåíèè ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ ïðàâîé âåòêè ïàðàáîëû y =
x2+6x+5. Åñëè áû ïàðàáîëà y = x2+6x+5 ó÷àñòâîâàëà â ãðàôèêå öåëèêîì, òî
âòîðîå êàñàíèå áûëî áû ¾âíèçó¿ íà ïðàâîé âåòêå ïàðàáîëû, à òàì êàñàíèå áóäåò ñ
ìåíüøèì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ÷åì â òî÷êåD. Òàêèì îáðàçîì, èç äâóõ êîðíåé
äèñêðèìèíàíòà a2−12a+24 âûáèðàåì â ñëóàå êàñàíèÿ â òî÷êå D á�îëüøèé êîðåíü,
òî åñòü a = 6 + 2

√
3.

Èòàê, ïðè a ∈ (2, 6 + 2
√
3) êîðíåé ó óðàâíåíèÿ íåò.

7) Ïðè a = 6 + 2
√
3 êîðåíü îäèí. Ýòî á�îëüøàÿ àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ y =

ax + 2 è y = x2 + 6x + 5. Òî åñòü, íóæíî âçÿòü x =
a− 6 +

√
a2 − 12a+ 24

2
ïðè a = 6 + 2

√
3. Ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò ïðè òàêîì a ðàâåí 0, ïîëó÷èòñÿ x =

a− 6

2
=
√
3.

Èòàê, ïðè a = 6 + 2
√
3 óðàâíåíèå èìååò îäèí êîðåíü x =

√
3.

8) Ïóñòü, íàêîíåö, a ∈ (6 + 2
√
3, +∞). Ïðè òàêèõ óãëîâûõ êîýôôèöèåíòàõ

ïðÿìàÿ çàíèìàåò ïîëîæåíèå âèäà t è äâàæäû ïåðåñåêàåò ïðàâóþ âåòêó ïàðàáîëû
y = x2 + 6x + 5. Íà ðèñóíêå âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ íå âèäíî, íî îíî åñòü. Ýòî
ìîæíî îáîñíîâàòü òåì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ a äèñêðèìèíàíò íå ðàâåí 0 (è íå
ìåíüøå íóëÿ, ïîñêîëüêó îäíî-òî ïåðñå÷åíèå òî÷íî âèäíî). Çíà÷èò, äèñêðèìèíàíò
áîëüøå 0 è êîðíÿ äâà.

Çäåñü ìû ñòàëêèâàåìÿ ñ îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà. Áûâàåò, ÷òî íà ðèñóíêå óìåùàåòñÿ íå

âñå. À áûâàåò è ðèñóíîê ñèëüíî èñêàæåííûé.

Èòàê, ïðè a ∈ (6+2
√
3, +∞) óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: x =

a− 6±
√
a2 − 12a+ 24

2
.

×òåíèå ïî ãðàôèêó ìû çàêîí÷èëè. Ïðîáåæàâøèñü ïî ïóíêòàì 1)�8), òàì ãäå
ïîñëå ñëîâà ¾Èòàê¿, ìû ìîæåò ñîáðàòü îòâåò (ÿ íå áóäó çäåñü ñîáèðàòü).

Áûë åùå âîïðîñ, êîãäà óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå òðåõ êîðíåé. òåïåðü î÷åâèäíî,

÷òî ýòî áóäåò ïðè a ∈ (−∞, −6 + 2
√
7] ∪

[
2

5
, +∞

)
.

Åñëè áû ìû õîòåëè òîëüêî îòâåòèòü íà ïîñëåäíèé âîïðîñ, òî ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü ìåíüøå ðàáîòû. À

ìû ïðîäåëàëè ìíîãî ðàáîòû � íàøëè îòâåò â óðàâíåíèè ïðè êàæäîì a. Ðàçóìååòñÿ, ýòîé ðàáîòû îêàçàëîñü

äîñòàòî÷íî äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î íå áîëåå òðåõ êîðíÿõ.

Íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå ðàñïîëîæåíû êàðòèíêè





2. Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ðåøèòå óðàâíåíèå

4x2 − 4x− 12|2x− 1− a| − 3 = 0.

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà óðàâíåíèå èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî ðåøåíèé?

Ðåøåíèå. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìû èìååì âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü âèä óðàâíåíèÿ
ïåðåä òåì, êàê åãî ðåøàòü.

Â ýòîì ñ íàìè ñîãëàñíû è ñîñòàâèòåëè âàðèàíòîâ ÅÃÝ.

Çàìå÷àÿ ôðàçû ¾4x2− 4x¿ è ¾2x− 1¿, ìû ìîæåì ïîïðîáîâàòü çäåëàòü çàìåíó
ïåðåìåííîé t = 2x− 1. Òîãäà 4x2 − 4x+ 1 = t2 è óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

t2 − 1− 12|t− a| − 3 = 0 èëè t2 − 12|t− a| − 4 = 0.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû íàéäåì t, ìû ëåãêî íàéäåì è x =
t+ 1

2
.

Îòâåò äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü ãðàôè÷åñêè êàê â îñÿõ tOy, òàê è
â îñÿõ tOa. Ïîñêîëüêó ïåðâûé ïðèìåð áûë ðåøåí â xOy, çäåñü äëÿ ðàçíîîáðàçèÿ
âûáåðåì tOa.

Äëÿ íà÷àëà, ðàñêðîåì çíàê ìîäóëÿ:

t2−12|t−a|−4 = 0⇔


{

t− a > 0,
t2 − 12(t− a)− 4 = 0.{
t− a < 0,
t2 − 12(−t+ a)− 4 = 0.

⇔


{

t− a > 0 (I),

a = − 1

12
t2 + t+

1

3
.{

t− a < 0 (II),

a =
1

12
t2 + t− 1

3
.

Ñåé÷àñ ìû ïîñòðîèì ãðàôèê íàøåãî óðàâíåíèÿ, ÷òîáû ïîòîì ïî íåìó ïðî÷èòàòü
îòâåò. Ãðàôèê ìû áóäåì ñòðîèòü ïî îáëàñòÿì: îáëàñòè (I), ãäå t−a > 0, è îáëàñòè
(II), ãäå t− a < 0.

Â îáëàñòè (I) ãðàôèê óðàâíåíèÿ âûãëÿäèò êàê ïàðàáîëà a = − 1

12
t2+ t+

1

3
, íî

íå âñÿ, à òå åå ó÷àñòêè, êîòîðûå ïîïàäàþò â ýòó ñàìóþ îáëàñòü t− a > 0. Òî åñòü,

ýòî ó÷àñòêè ïàðàáîëû, äëÿ êîòîðûõ t− a = t−
(
− 1

12
t2 + t+

1

3

)
> 0. Ðåøàÿ ýòî

íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

1

12
t2 − 1

3
> 0⇔ t ∈ (−∞, −2] ∪ [2, +∞).

Ó÷àñòîê ïàðàáîëû a = − 1

12
t2+t+

1

3
íà èíòåðâàëå t ∈ (−2, 2) â ãðàôèê óðàâíåíèÿ

íå âîéäåò. ×àñòü ãðàôèêà óðàâíåíèÿ â ïåðâîé îáëàñòè èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.



Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè, ÷òî âî âòîðîé îáëàñòè íà ãðàôèêå áóäåò ëèøü ÷àñòü

ïàðàáîëû a =
1

12
t2+t− 1

3
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ t−a = t−

(
1

12
t2 + t− 1

3

)
<

0. ìû âíîâü ïîëó÷àåì ëèøü ó÷àñòêè ïàðàáîëû ïðè (−∞, −2)∪ (2, +∞). Ó÷àñòîê
ãðàôèêà â îáëàñòè (II) èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 6.

Åñëè ìû îáúåäèíèì ýòè äâà ó÷àñòêà ãðàôèêà, òî ïîëó÷èì ïîëíûé ãðàôèê
óðàâíåíèÿ. Îí èçîáðàæåí íà ðèñóíêå 7.

Îòìåòèì íà ãðàôèêå óðàâíåíèÿ õàðàêòåðíûå òî÷êè.
Âî-ïåðâûõ, ýòî âåðøèíà A ïåðâîé ïàðàáîëû. Íàéäåì åå êîîðäèíàòû: tv =
−1

2 · (−1/12)
= 6, òîãäà av = −

1

12
· 62 + 6 +

1

3
=

10

3
. Èòàê, A(6; 10

3 ).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè âåðøèíó B âòîðîé ïàðàáîëû: tv =
−1

2 · 1/12
= −6 è

av =
1

12
· (−6)2 − 6− 1

3
= −10

3
. Çíà÷èò, B(−6; −10

3 ).

Êðîìå òîãî, ýòî òî÷êè, ãäå ïàðàáîëû âûõîäÿò íà ãðàíèöû ñâîèõ îáëàñòåé (I) è
(II). Ìû âûÿñíèëè âûøå, ÷òî ýòî áóäò ïðè t = −2 è t = 2. Òà è äðóãàÿ ïàðàáîëû

ïðè t = −2 äàåò a =
1

12
(−2)2 + (−2) − 1

3
= −2, è ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà C(−2; −2).

Ïðè t = 2 ìû ïîëó÷èì a = 2 è òî÷êó D(2; 2).
Íà÷íåì ÷èòàòü îòâåò ïî ãðàôèêó. Ìû çíàåì, ÷òî íà ïëîñêîñòè tOa âñå òî÷êè (â

òîì ÷èñëå è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ), ñîîòâåòñâóþùèå äàííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà
a0, ëåæàò íà ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé a = a0. Çíà÷èò, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ ïðè äàííîì a = a0, íóæíî íàéòè àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà
óðàâíåíèÿ è ïðÿìîé a = a0.

1) Ïðè a ∈ (−∞, −10
3 ) (ïîêà ïðÿìàÿ íå äîøëà ñíèçó äî òî÷êè ) ìû èìååì

äâà ðåøåíèÿ. Ýòî äâà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé â îáëàñòè (I), êàê ýòî âèäíî
ïî ãðàôèêó. Äèñêðèìèíàíò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ D = 160 − 48a, à êîðíè t =
12± 4

√
10− 3a

2
= 6± 2

√
10− 3a. .

Èòàê, ïðè a ∈ (−∞, −10
3 ) óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: 6± 2

√
10− 3a.

2) Ïðè a = −10
3 ê äâóì êîðíÿì èç 1) äîáàâëÿåòñÿ àáñöèññà âåðøèíû âòîðîé

ïàðàáîëû. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîæäåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ÷åðåç
òî÷êó B.

Â òî÷êå B áóäåò t = −6.
Èòàê, ïðè a = −10

3 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: 6± 2
√
10− 3a è −6.

3) Ïóñòü a ∈ (−10
3 , −2). Ïîêà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ìåæäó òî÷êàìè B è C â

ïîëîæåíèè âèäà d, îíà ïåðåñåêàåò îáå ïàðàáîëû ïî äâà ðàçà. Äëÿ âòîðîé ïàðàáîëû

äèñêðèìèíàíò D = 160 + 48a, êîðíè t =
−12± 4

√
10 + 3a

2
= −6± 2

√
10 + 3a.



Èòàê, ïðè a ∈ (−10
3 , −2) óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ: 6 ± 2

√
10− 3a è

−6± 2
√
10 + 3a.

3) Ïðè a = −2 ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ â ïîëîæåíèè e, êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ
ìåíüøèé êîðåíü òðåõ÷ëåíà èç îáëàñòè (II), áîëüøèé êîðåíü òðåõ÷ëåíà èç îáëàñòè
(I) è t = a = −2.

Èòàê, ïðè a = −2 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: −6− 2
√
10 + 3a, 6+ 2

√
10− 3a

è t = −2.
4) Ïðè a ∈ (−2, 2), òî åñòü êîãäà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò â ïîëîæåíèè âèäà g ìåæäó

òî÷êàìè C èD, îñòàþòñÿ ìåíüøèé êîðåíü òðåõ÷ëåíà âî âòîðîé îáëàñòè è áîëüøèé
êîðåíü òðåõ÷ëåíà â ïåðâîé îáëàñòè.

Èòàê, ïðè a ∈ (−2, 2) óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: −6 − 2
√
10 + 3a è 6 +

2
√
10− 3a.

5) Ïðè a = 2 ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà 3).
Èòàê, ïðè a = 2 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: −6− 2

√
10 + 3a, 6+ 2

√
10− 3a è

t = 2.

6) Ïðè a ∈ (2, 10
3 ) ãîðèçíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò îáå ïàðàáîëû ïî äâà ðàçà.

Èòàê, ïðè a ∈ (2, 10
3 ) óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå êîðíÿ: 6 ± 2

√
10− 3a è −6 ±

2
√
10 + 3a.

7) Ïðè a = 10
3 êîðíè 6 + 2

√
10− 3a è 6 − 2

√
10− 3a ñîâïàäóò. Ýòîò ñëó÷àé

ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîæäåíèþ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ÷åðåç òî÷êó A.
Â òî÷êå A áóäåò t = 6.
Èòàê, ïðè a = −10

3 óðàâíåíèå èìååò òðè êîðíÿ: −6± 2
√
10 + 3a è 6.

8) Ïðè a ∈ (103 , +∞) (êîãäà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò óæå âûøå òî÷êè A) ìû èìååì
äâà ðåøåíèÿ. Ýòî äâà ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïàðàáîëîé â îáëàñòè (II), êàê ýòî âèäíî ïî
ãðàôèêó. Êîðíè âòîðîãî óðàâíåíèÿ áóäóò t = −6± 2

√
10 + 3a. .

Èòàê, ïðè a ∈ (103 , +∞) óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: −6± 2
√
10 + 3a.

Òåïåðü ïðè òåææå a ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñâóþùèå x, ïðåîáðàçîâàâ çíà÷åíèå

t: x =
t+ 1

2
. Íàïðèìåð, êîðíè ïðè a = 2 áóäóò (−6 − 2

√
10 + 3a + 1)/2 =

−5
2
−
√
10 + 3a, (6 + 2

√
10− 3a+ 1)/2 =

7

2
+
√
10− 3a è (2 + 1)/2 =

3

2
.

Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ a òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ñäåëàòü áåç òðóäà.




